SOLUZIONE PROBLEMA 1 TRADIZIONALE

a. La curva in questione rappresenta graficamentefunzione poiché € evidente che ad ogni
valore dix corrisponde al massimo un valoreydiovvero, presa una qualsiasi retta verticale,
essa interseca il grafico al massimo una volta.

Dalla figura si deduce che i tre archi in questioagpartengono rispettivamente alla
circonferenzal’ |, centrata nell'origine e avente raggio 1, allcanferenza I',, centrata in

K (0;-1) e avente raggio 2, e alla circonfereriza centrata inQ(1;0) e avente raggio pari alla

distanzaQC, che calcoleremo.

Calcoliamo le equazione delle tre circonferenze.
Fxe+y?=1
M, x +(y+1)2 =4 L X*+y*+2y-3=C

Il puntoC é l'intersezione tra la rette: y=x-1eT,.

y=x-1 y=x-1
C: - - C(v2;4/2-1
{x2+y2+2y—3:0 {X:i\/z (\/_\/_ )

Dunque@ =\/(\/§—1)2 +(«/_2— 1)2 =2-J2

Fg:(x—l)2+y2:(2—x/_2)2 L XP+y?-x-5+ 4/ 2= (
Risulta quindi ancheD(B—x/E;O) .

E’ possibile trovare la rappresentazione dei traiasplicitando le equazioni rispetty.a

@\B:{y: 1=x°

-1<x<0

@C{y:—hm

O<st§

ED:{y:\/_XZ +2X+5-4/2

V2 <x<3-4/2

La rappresentazione analitica della funzione caregiertanto:
\/1—7 se -1<x<0

y=f(x)={-1+/4-x e 0<xs+2
J-x2+2x+5-af2 e J2<x<3-42




il cui campo di esistenzadomf (X) = [—1;3—\/_2] e l'insieme delle immaginimmf (x) =[O;]] .

b. Siha:

D(\/—x2+2x+5— M)= 1-x = f, ')

J=x2 +2x+5- &4/ 2

La funzione risulta derivabile certamente nei pimterni di ciascuno dei tre intervalli.

E’ necessario verificarne la derivabilita negliresti, calcolando i limiti delle tre espressioni

appena ottenute:

lim f'(x) = lim {— X }:%=+00, dunque inA la funzione non e derivabile e il
x- -1 X —1" 1- X2 0

grafico presenta tangente verticale;

, v e | X _ . T B _
lIET()]_ f,'(X) —llm_{ \/1_7} 0 e )[IIEI f,'(x) !(IETJ{ m} 0, dunque, per
'uguaglianze dei due limiti, la funzione B e derivabile e il grafico presenta tangente

orizzontale; si tratta quindi di un punto stazieoai massimo assoluto;

lim £,'(x) = lim | -———2— _2 e
x-2 x-~2° 4-x? \/E
lim_£,'(9 = lim_ 17X - 1-V2 _
o2 o o2 +2x+5- M2 -2+ 22 5 4 2 .
; dunque anche in tal
1-/2 —1"/—2——1

J3-2/2 V2-1
caso la funzione risulta derivabile e il graficegenta irC un punto in cui la tangente ha

coefficiente angolare pari a -1;

: von 1-x _ J2-2 _
im f'(x)= Ilm = =
x-(3-72) (VY x4 2x+5-42 - 2626 F 2 5 4 2 ;
N2-2_
=Y2Zt.

dunque irD la funzione non e derivabile e il grafico ha tamgeverticale.

c. Il grafico di f(x) e l'unione di tre archi di circonferenza di cuipessibile calcolare le

lunghezze:




. ABeéun quarto di circonferenza di raggio 1 e avrdaoéo lunghezza,, :g

- BC & un ottavo di circonferenza (corrisponde all'dngal centro BQC:45°) di

raggio 2 e avra pertanto Iunghejg@:g

« €D & un ottavo di circonferenza (corrisponde all'dngal centro C@D=45°) di

raggio 2—+/2 e avra pertanto lunghezig =77:(2—\/§) =L2T_€,T
) )Y _ \/E
La lunghezza dell'ovale sara pertamte 2(1 5 + g +1ep ) = 3_7

L’'area racchiusa dall’'ovale € il doppio di quellanpresa tra il grafico dato e l'asse
Calcoliamo dunque quest’ultima:
» il settore circolareAOB & un quarto di cerchio di raggio 1, per cui la swea vale

area( AOB) :%T

» l'area del quadrilatero mistilineBOQC & data dalla differenza tra I'area del settore

circolareBKC e quella del triangol®KQ, per cui

Nl e

area(BOQC) = area(BKC) —area(OKQ) = 7_87@'_12 =

N

» il settore circolareCQD € un ottavo di cerchio di raggiZ)—x/E, per cui la sua area vale
Ty B\ _ T _n
area(CQD) —5(2 \/E) —5(6 4~/_2) = 4( 3 2/_3
L’area cercata sara pertanto:
area(ovale) = 2(area(AOB) + area(BOQC) + area(CQD)) = 7T(3—\/_2) -1
Il volume cercato puo essere calcolato sommandmlaime V, =§7T relativo alla semisfera

che si ottiene ruotando il settore circola&®B, quello che si calcola mediante la formula
3-y2 )
V, = ﬂj [f(x)] dx. Poiché la funzione & definita per casi, e poksi@pplicare la proprieta
0
additiva all'integrale e scriverlo come somma dggjugenti integrali nei due restanti intervalli in

cui la funzione cambia definizione:




V, = 7T3_Jﬁ[ f (X)]2 dx = n{f(—lhm— x? )2 dx + }Jﬁ(—xz + 2X+ 5- 4/7% dx} =
0 V2

0

V2

i 2 2 X 2 i
H{J;(S—x —Zm)dx+{—§+x + B 4/5(} }

2
Calcoliamo separatamente l'integrale= j\/4—x2dx, mediante la sostituzione di variabile
0

x=2sint, che implica chey4-x*> = 2cod e chedx=2sintdt. Gli estremi di integrazione

diventano, nell’'ordine, pari a O%T.

m T

4 4 z
Si avra quindi:l :4jco§tdt: 1!'1+C082dt: 4{—]t+—1sinf2}4 = %7—7+_ﬂ:5+ :
5 y 2 2 4 0 8 4

Pertanto:
Jf(—1+m)zob<+}f2(—>€+ x+5- 4 E)dx} =
0 V2
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2

n{sfz—zﬁ— —2—15+—f2+ 11621652 L +82£2— —2f5+2}3
L0
A7)




